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Аннотация
В статье исследовано влияние структуры решетчатых конструкций на распростране-
ние упругих волн в них. Постановка задачи сформулирована в рамках линейной теории
упругости при малых деформациях. Для решения задачи использован метод конечных
элементов, реализованный в пакете прочностного анализа Fidesys. Смоделированы различ-
ные варианты плоских решетчатых структур: классическая решетка с прямолинейными
прутьями и решетки с равномерно изогнутыми прутьями: лифтовая и звёздчато-круговая
решетки. Исследована зависимость между структурой решетчатых конструкций и распро-
странением возмущений в них. Выполнен анализ зависимости скорости распространения
волн в изогнутых решетчатых конструкциях от частоты. Предложена прикладная концеп-
туальная модель прибора, измеряющего частоты волн.
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The influence of lattice structures on the propagation of elastic waves in these structures
is analyzed. The statement of problem is formulated within the framework of linear elasticity
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1. Введение
Аддитивные технологии позволяют создавать решетчатые структуры произвольной фор-
мы, варьируя геометрические параметры структуры. Такие конструкции широко используют-
ся для создания метаматериалов. Свойства метаматериала обусловлены не столько свойствами
составляющих его элементов, сколько искусственно созданной периодической структурой из
макроскопических элементов, обладающих произвольными размерами и формой [1]. С уче-
том развития технологии 3D печати, позволяющей создавать новые структуры буквально на
глазах, становится очевидно, что новый виток технологического развития неразрывно связан
с отраслью метаматериалов. Поэтому имеют смысл численные эксперименты, направленные
на создание решетчатых структур со специальными свойствами, например, для фильтрации
определенного частотного спектра.
Анализу физико-механических свойств решетчатых структур посвящено большое коли-
чество публикаций. Например, в [2] предложен способ оценки остаточных напряжений при
производстве имплантатов с использованием решетчатых структур. В [1] рассматривается рас-
пространение электромагнитных волн в метаматериалах. Динамические свойства решетчатых
структур при распространении акустических волн исследованы в [3,4].
Целью данной работы является изучение влияния решетчатых структур на распростра-
нение акустических волн в решетчатых конструкциях разной конфигурации.
1.1. Постановка задачи
Постановка механической задачи:
Под решеткой понимается структура, состоящая из множества узлов равномерной квад-
ратной сетки на плоскости и криволинейных упругих стержней постоянного сечения, соеди-
няющих соседние узлы.
Предполагается, что оси всех стержней расположены в плоскости сетки и представляют
собой дуги окружностей.
В одном из узлов на границе решетки задается точечная сила (рис. 1), величина которой
меняется со временем по закону
𝑈 (𝑡) =
(︀
𝜋𝛼𝑡𝑒1−𝜋𝛼𝑡
)︀2
sin(2𝜋𝑓𝑡),
где f − частота, 𝛼 – параметр, характеризующий амплитуду колебаний, t – время.
Сила – импульс Берлаге – действует в плоскости решетки и направлена по внутренней
нормали −→𝑛 =(0, 1, 0) к границе решетки.
На рисунке выделена точка приложения силы и показано направление ее действия.
При расчетах система координат выбрана таким образом, что начало координат совпада-
ет с одним из угловых узлов решетки до начала приложения силы, оси x и y параллельны
линиям, соединяющим соседние узлы, а ось z перпендикулярна плоскости решетки.
Предполагается, что все стержни имеют одинаковую форму и постоянное круговое сечение
толщины h.
Также предполагается, что решетка не закреплена, а также имеет одинаковые размеры по
осям x и y.
Динамические эффекты в решетчатых структурах . . . 515
Рис. 1. Условия нагружения решетчатой структуры (стрелкой показано направление им-
пульса и точка его приложения, отдельные стержни показаны различными оттенками).
Математическая постановка задачи осуществляется в рамках линейной теории упругости
при малых деформациях [5-7] и включает следующие уравнения:
 Уравнения движения сплошной среды при отсутствии массовых сил:
𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗
= 𝜌
𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑡2
,
где 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(x, 𝑡) – перемещения, 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗(x, 𝑡) – компоненты тензора напряжений, 𝜌 –
плотность.
 Закон Гука для изотропного линейно-упругого материала:
𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝑘𝑘𝜀𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 ,
где 𝜀𝑖𝑗 – компоненты тензора деформаций, 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера, 𝜆 и 𝜇 – постоянные
Ламе, связанные с модулем Юнга E и коэффициентом Пуассона 𝜈 соотношениями
𝜆 =
𝜈𝐸
(1 + 𝜈)(1− 2𝜈) , 𝜇 =
𝐸
2(1 + 𝜈)
.
 Соотношения Коши (геометрические соотношения):
𝜀𝑖𝑗 =
1
2
(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
)︂
Граничные условия соответствуют случаю отсутствия нормальных напряжений на поверх-
ности стержней, за исключением точки приложения силы. Начальные условия соответствуют
равенству нулю начальных перемещений и скоростей.
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2. Описание решетчатых структур.
Расчеты были выполнены для решетчатых структур размерности 40х40. На рис. 2 показана
форма кривой, соединяющей два соседних узла решетчатой структуры (это дуга OAB). Вол-
нистость структуры характеризуется расстоянием c между серединой каждой дуги (точкой A
на рис. 2) и серединой хорды, соединяющей концы этой дуги (точкой C на этом рисунке).
Как видно из рисунка, справедлива формула
c = R –
√︁
𝑅2 − (𝑎/2)2.
Здесь R – радиус дуги, a – расстояние между соседними узлами решетки.
Рис. 2. Форма кривой, соединяющей соседние узлы решетчатой структуры.
Решение было получено для решеток двух типов – лифтовой и звездчато-круговой. Фраг-
менты этих решеток приведены на рис. 3.
Рис. 3. Фрагменты лифтовой (слева) и звездчато-круговой (справа) решеток.
Динамические эффекты в решетчатых структурах . . . 517
3. Результаты численных расчетов
Расчеты выполнены методом конечных элементов [6] с использованием системы инженер-
ного анализа Fidesys. Использовались линейные балочные конечные элементы.
При задании исходных данных для решения задачи целесообразно использовать безраз-
мерные величины: параметр волнистости 𝜁 = 𝑐/𝑎, безразмерную толщину стержней 𝛾 = ℎ/𝑎,
безразмерное время 𝜏 = 𝑡𝑐𝐿/𝑎, нормализованную частоту Ω = 𝑓𝑎/𝑐𝐿, где 𝑐𝐿 =
√︁
𝐸
𝜌 – ско-
рость продольных волн в сплошной среде. Расчеты выполнялись при следующих значениях
параметров: 𝛾 = 0.0005, 𝜁 = 0.135. В качестве материала был выбран алюминий: 𝐸 = 73 ГПа,
𝜈 = 0.33, 𝜌 = 2700 кг/м3.
Расчеты проводились для трех типов решеток: решетки с прямолинейными стержнями,
лифтовой и звездчато-круговой решеток. На рис. 4 показано распределение деформаций в
один и тот же момент времени для этих трех решеток при Ω = 0.038.
Рис. 4. Распределение деформаций в решетке с прямолинейными стержнями (слева), лиф-
товой решетке (в центре) и звездчато-круговой решетке (справа).
Из рисунка видно, что наиболее медленно волна распространяется в звездчато-круговой
решетке. Для решетки этого типа были построены зависимости расстояния, на которое распро-
страняется волна за заданное время 𝜏 = 340, от нормализованной частоты. Эти зависимости
приведены на рис. 5 для двух значений параметра волнистости: 𝜁 = 0.135 и 𝜁 = 0.206 (вто-
рое значение соответствует максимальной волнистости). Прямые на рисунке соответствуют
линейной аппроксимации. Расстояние отнесено к параметру решетки a.
Как видно из графика, при увеличении нормализованной частоты волны в диапазоне от
0.0018 до 0.0061 расстояние увеличивается по закону, близкому к линейному. Также из рисунка
видно, что большей волнистости соответствует меньшее расстояние, на которое распростра-
няется волна за заданное время. Расчеты, выполненные при Ω = 0.004 (при этой частоте
деформация решетки максимальна), показали, что зависимость этого расстояния от парамет-
ра волнистости 𝜁 также близка к линейной.
518 В. А. Левин, К. М. Зингерман, А. В. Вершинин, И. А. Подпружников
Рис. 5. Зависимости расстояния, на которое распространится волна, от нормализованной
частоты. Сплошная линия – 𝜁 = 0.135, пунктирная – 𝜁 = 0.206. Прямые соответствуют линей-
ной аппроксимации.
4. Подход к измерению частоты акустических колебаний
Из проведенных вычислительных экспериментов можно видеть, что зависимость расстоя-
ния, которое проходит волна в направлении действия точечной силы, от частоты колебаний
является монотонной для криволинейных решеток, и это расстояние достаточно существенно
зависит от частоты. Поэтому становится возможным приближенное определение частоты ко-
лебаний по времени, за которое волна проходит определенное расстояние. Например, можно
воспользоваться устройством из двух решеток и двух датчиков на них, которое изображено на
рис. 6. Решетки расположены параллельно друг другу. Силы, приложенные к каждой из ре-
шеток, должны быть одинаковыми. Видимо, примерное равенство этих сил можно обеспечить,
если расстояние между решетками является малым. Решетки имеют различную волнистость
или изготавливаются из разных материалов. В таком случае, если в фиксированный момент
времени в датчике (красная точка) одной решетки есть возмущения, а в датчике другой решет-
ки их нет, это означает, что частота находится в некотором диапазоне возможных значений,
границы которого могут быть определены по данным вычислительных экспериментов. Чем
ближе параметры решеток, тем меньше диапазон возможных значений частоты, а значит, тем
выше точность измерения. Высокую точность изготовления решеток нужной кривизны можно
обеспечить, используя аддитивные технологии.
В качестве датчика наличия возмущений можно использовать маленькую и легкую пла-
стинку, которая является выключателем некоторой электрической цепи. Когда волна доходит
до пластинки, последняя отклоняется, замыкая электрическую цепь. В эту цепь можно, на-
пример, включить лампу, которая будет загораться при наличии возмущений в узле, или
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таймер.
Рис. 6. Схема устройства измерительного прибора малых частот.
5. Заключение
В работе проведено моделирование динамических процессов в решетчатых структурах раз-
личных типов: в классической решетке с прямыми прутьями, лифтовой и звёздчато-круговой
решетках с изогнутыми прутьями. Исследовано влияние структуры решетки на механизм рас-
пространения волны. Результаты вычислительных экспериментов показали, что наиболее су-
щественное торможение волны обеспечивает звёздчато-круговая решетка. Передающиеся как
по цепочке от одного узла решетки к другому колебания благодаря волнистости отклоняются
от направления возмущающего воздействия.
Исследовано влияние частоты колебаний и параметра волнистости на скорость распро-
странения волны в направлении действия возмущающей силы. Вычислительные эксперимен-
ты показали, что в тех диапазонах значений параметров, для которых проводились расчеты,
зависимость этой скорости от частоты колебаний и параметра волнистости близка к линейной.
На основании результатов исследований предложена концептуальная схема прибора для из-
мерения частоты акустических колебаний, который может быть изготовлен с использованием
аддитивных технологий.
Разработанный подход к численному моделированию можно использовать и для решения
других задач. Например, можно определить геометрию наиболее прочной структуры (наибо-
лее высокий предел текучести) всей решетки как единого целого при воздействии точечной
силы. Представляет интерес расчет эффективных механических характеристик решетчатых
структур с изогнутыми прутьями, в том числе при конечных деформациях, например, с ис-
пользованием подходов, предложенных в [11-14]. Также существенным при исследовании вол-
новых процессов в решетчатых структурах может быть учет остаточных напряжений, воз-
никающих при их изготовлении с помощью аддитивных технологий [15-17]. Для этого могут
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быть использованы математические модели, построенные на основе теории наложения конеч-
ных деформаций [18-21].
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